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Zusammenfassung Wir erweitern den von F. Honsell und D. Sannella
eingefithrten Begriff einer pri-logischen Relation zwischen Modellen des
einfach getypten Lambda-Kalkiils auf Modelle des zweitstufigen Lambda-
Kalkiils. Mit pré-logischen Relationen lassen sich fiir Umgebungsmodel-
le des zweitstufigen Lambda-Kalkiils die Definierbarkeit von Elementen
und die Beobachtungsgleichheit einfacher charakterisieren als mit logi-
schen Relationen auf Erweiterungen der Modelle.

Auflerdem charakterisieren wir die Représentationsunabhingigkeit ab-
strakter Datentypen und -konstruktoren durch die Existenz einer pra-
logischen Relation zwischen den reprisentierenden Implementationen.
Das verallgemeinert Ergebnisse von J.C. Mitchell auf Sprachen und ab-
strakte Datentypen mit héherstufigen Konstanten.

1 Einleitung

“Logische” Relationen zwischen Termen oder Elementen von Modellen des ein-
fach getypten A-Kalkiils erlauben es, induktiv iiber den Typaufbau syntakti-
sche Eigenschaften wie die (starke) Normalisierung oder den Church-Rosser-Satz
(W. Tait[Tai67], R. Statman [Sta85]) und semantische Eigenschaften wie die A-
Definierbarkeit von Elementen (G. Plotkin [P1o80], R. Statman [Sta85]) oder die
Beobachtungsgleichheit von Modellen (J. Mitchell [Mit91]) zu beweisen.

Im erststufigen, d.h. einfach getypten A-Kalkiil wird eine logische Relation R =
{R.; | T € Typ} durch

(f.9) € R(pse) <= Va,b:p ((a,b) € R, = (f-a, g-b) € R,) (1)

induktiv iber den Typaufbau aus Relationen R, auf den Grundtypen 7 erzeugt.
Im zweitstufigen A-Kalkiil erlaubt der Bereich der (semantischen) Typen kei-
nen induktiven Aufbau mehr; trotzdem lassen sich wesentliche Ergebnisse des
erststufigen Falls wie die Charakterisierung der A-Definierbarkeit und der Beob-
achtungsgleichheit iibertragen (vgl. J. Mitchell [MM85],[Mit86]). Der zweitstu-
fige Kalkiil dient hier als Modell von Programmiersprachen mit polymorphen
Funktionen und abstrakten Datentypen.



Logische Relationen haben schon beim einfach getypten A-Kalkiil einige storende
Eigenschaften, z.B. sind sie nicht unter Komposition abgeschlossen und erlauben
eine Charakterisierung der Beobachtungsgleichheit nur fiir Sprachen ohne héher-
stufige Konstanten. In jiingster Zeit wurde daher von verschiedenen Autoren
(vgl. [HS99], [PPST00], [PROO0]) vorgeschlagen, allgemeinere prd-logischen Rela-
tionen zu verwenden, bei denen man in (1) die Richtung < auf (mit korrelierten
Parametern) A-definierbare Funktionen einschrinkt. F.Honsell und D. Sannella
[HS99] geben verschiedene Charakterisierungen und Anwendungen pri-logischer
Relationen, die die Stabilitdt und Niitzlichkeit des Begriffs demonstrieren.

Wir setzen hier diesen Weg fort und verallgemeinern die logischen Relationen des
zweitstufigen A-Kalkiils durch analoge Abschwichung der Bedingung an Ry,r.
Wie im erststufigen Fall lassen sich dann die A-definierbaren Elemente eines
Modells einfach als Durchschnitt aller pri-logischen Pradikate auf dem Modell
beschreiben. Daraus ergibt sich eine Darstellung der Beobachtungsiquivalenz
durch pré-logische Relationen.

Unser Hauptinteresse gilt aber der Aquivalenz verschiedener Implementierungen
eines abstrakten Datentyps « und seiner zugehoérigen Operationen ¢ : (). Zwei
Reprisentationen (7;,¢; : o[r;/a]) von (a,c: o) in einem Modell A sind dquiva-
lent, wenn geeignet definierte Expansionen A(7;,t;) von A beziiglich der Sprache
ohne a und ¢ beobachtungsgleich sind. Fiir Sprachen ohne héherstufige Konstan-
ten hat J. C. Mitchell[Mit86,Mit91] diese Aquivalenz durch die Existenz einer
geeigneten logischen Relation zwischen den Expansionen charakterisiert. Pro-
grammiersprachen wie Standard ML [MTHMO97] erlauben aber nicht nur héher-
stufige Konstante, sondern auch abstrakte Datentypkonstruktoren. (Da diese -
anders als abstrakte Datentypen [MP85]- sich nicht durch 3-Typen modellieren
lassen, beschrinken wir uns auf den zweitstufigen Kalkiil mit V-Typen.) Wir
fassen Implementierungen abstrakter Datentypkonstruktoren als Expansionen
der Artenstruktur eines Modells des zweitstufigen A-Kalkiils auf. Die Représen-
tationsunabhingigkeit fiir abstrakte Datentypkonstruktoren 148t sich dann als
Existenz einer zweitstufigen pré-logischen Relation zwischen den Représentatio-
nen charakterisieren, auch fiir Sprachen mit hoherstufigen Konstanten.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Abschnitt 2 werden logische und pri-
logische Relationen definiert und in 2.1 an die Charakterisierung der definier-
baren Elemente eines Modells und die Beobachtungsgleichheit zweier Modelle
durch pri-logische Relationen erinnert. In Abschnitt 2.2 beschreiben wir die De-
klaration abstrakter Datentypen als Expansion von Modellen durch definierbare
Typen und Elemente und charakterisieren die Beobachtungsgleichheit zweier
Représentationen durch die Existenz einer korrelierenden pra-logischen Relation
zwischen ihnen.

Abschnitt 3 beschreibt Syntax und Semantik des zweitstufigen A-Kalkiils. Ab-
schnitt 4 definiert zweitstufige pré-logische Relationen und gibt eine Charakte-
risierung der definierbaren Elemente sowie der Beobachtungsgleichheit zweitstu-
figer Modelle durch pré-logische Relationen. Abschnitt 4.3 behandelt abstrakte
Typkonstruktoren und polymorphe Konstanten und présentiert ein Kriterium
fiir die Beobachtungsgleichheit zweier Repriisentationen. Abschnitt 5 nennt ei-



nige mogliche Weiterentwicklungen und potentielle Anwendungen zweitstufiger
pré-logischer Relationen.

2 Pri-logische Relationen fiir den erststufigen A-Kalkiil

Sei T' die Menge der einfachen Typen o,7 == | (¢ = 7) iiber einer Menge B
von Basistypen 3. Wir schreiben I' ¢ : 7 fiir einen im Kontext I' : Var —» T
mit den {iblichen Regeln typisierbaren Term, und A7 fiir die Menge der getypten
A-Terme iiber einer Menge C von getypten Konstanten, c: o.

Definition 2.1. Ein (extensionales) Modell A = (A, &7, ¥, CA) des einfach
getypten \-Kalkiils Ao’ besteht aus einer Familie A = (A;),er von Mengen,
einer Interpretation C*(c) € A, der Konstanten ¢ : o € C, und Familien
(D7 )orer und (¥, )5 rer von Abbildungen

D) Ay = (Ag = Ap) und 7 2 (Ag = Ar) = Apsr),

wobei (A, — A;) C{h|h: A, — A;} alle definierbaren Funktionen enthalten,
so daff @ oW =1Id(s,sn,) (und ¥ o P = IdA(U_W)) fiir alle o,7 € T

Eine Belegung 7 iiber A erfiillt den Kontext I', kurzn: I' — A, wenn n(z) € A,
fiir alle z : o in I'. Man interpretiert getypte Terme in A4 unter n : I' — A iiber

[I'> (r-s)n:=%([>r:(c—n)]nL >s:oln),
[I'> Xet: (o= 7)]n=%.(Aa€ A, [ z:0>t:T|nla/z]).

Wir schreiben [t]n statt [I" >t : 7], wenn I und 7 aus dem Kontext klar sind.

Definition 2.2. Ein Pridikat R C A auf A ist eine Familie R = {R, | 0 € T'}
mit R, C A, fiir jedes o € T. Eine Belequng n: I' — A iiber A respektiert R,
kurz: m: I' — R, wenn n(x) € R, fiir jedes x : o € I'. Ein Pridikat R C A
heif$t pra-logisch, wenn

[['>t:7]ne€R:
fiir jeden Term ' >t : 71 und jede Belegungen n : I' — R. Eine pri-logische
Relation zwischen A und B ist ein prd-logisches Prddikat auf A x B.

Die hier als Definition benutzte Eigenschaft nennen Honsell und Sannella das
Basislemmoa fiir pra-logische Relationen. Zur Definition nehmen sie die folgenden
Eigenschaften:

Lemma 2.3. (Definition 3.2 of [HS99]) Fin Praidikat R C A ist genau dann
pri-logisch, wenn

1. R ist algebraisch, d.h. fiir alle 0,7 € T und c: 0 € C ist c* € R, und

R(J—H') - {f € A(a’ﬁ‘r) | .f ‘R, C RT}7



2. Fiir jeden Term I'yz : o -t : 7 und jede Belequng n: ' — R gilt:
Vo€ R, [Ix:ovt:7]pla/r]€ Ry = [I'>Axt: (0= 7)]n € Rigosr)-

Die Definition 148t sich in naheliegender Weise auf Erweiterungen von 7' um z.B.
kartesisches Produkt (o x 7) und disjunkte Vereinigung (¢ + 7) ausdehnen.

Das Basislemma fiir logische Relationen (Fundamentalsatz, [Sta85]) besagt, dafl
jede logische Relation pré-logisch ist.

2.1 Definierbarkeit und Beobachtungsgleichheit

Definition 2.4. Ein Element a eines Modells A von A7 heifft A7 -definierbar
vom Typ 7, wenn a = [[t]]A fiir einen geschlossenen A\ -Term + t: 1. Sei

DefA = {[t]"| > t:7, te g} CA,
und Def* = {Def? | T € T} die Familie der definierbaren Elemente von A.
Beachte, daf3 Def;4 C R, fiir jedes pri-logische Priadikat R C A.

Lemma 2.5. Sei A ein Modell von \g und C C A ein Pridikat auf A. Dann
gibt es ein kleinstes pri-logisches Prddikat R C A mit C C R.

Def* ist i.a. kein logisches Priidikat, da normalerweise (Def, — Def.)  Def, ..
Statman [Sta85] hat Def* als Durchschnitt aller logischen Pridikate auf einer
Erweiterung A* O A von A um unendlich viele Unbestimmte jeden Typs cha-
rakterisiert. Aber Def! ist ein pri-logisches Priidikat (Example 3.6 in [HS99]):

Satz 2.6 Sei A ein Modell von A . Das Element a € A ist genau dann defi-
nierbar vom Typ T, wenn a € R, fiir jedes pri-logische Pridikat R auf A.

Wir betrachten —wie Mitchell- folgende Version der Beobachtungsgleichheit:

Definition 2.7. Sei BT C T eine Menge von Beobachtungstypen und A,
zwei Modelle von Ag mit A, = B, fir alle T € BT. A und B heifien beobach-

tungsiquivalent, kurz A =g B, falls [[t]]A = [[t]]B fiir alle > t: 7 mit T € BT.

Honsell und Sannella[HS99] verwenden eine etwas andere Version, die Ununter-
scheidbarkeit durch geschlossene Gleichungen zwischen Termen mit BT-Typen.

Satz 2.8 Fs gilt A =p1 B genau dann, wenn es eine pri-logische Relation R
zwischen A und B gibt, so daf fiir jeden Beobachtungstyp T € BT

RN (Def x DefB) C Idy =1Idp..
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Beweis: =: Nach 2.6 ist DefAXB eine pri-logische Relation zwischen A und
B. Wegen A =g7 B ist DefTAXB C Ids, = Idp, fiir jedes 7 € BT.

«: Da R pré-logisch ist, gilt [[t]]A R, [[t]]B, also [[t]]A = [[t]]B firt:re BT. O

Mit logischen Relationen gilt = nur, wenn C keine hoherstufigen Konstanten
hat (vgl. Example 8.3 in [HS99]):

Beispiel 2.9 Sei N die volle Typhierarchie iiber IN mit 0V = 0,1V = 1. Sei
f : (nat — nat) — nat eine Konstante, und N; die Expansion von N' um f;,

Fi(g) == 0 fiir alle g, falg) = {(1), falls g berechenbar,
sonst.
Dann ist N1 =pat Na, da bei der Auswertung geschlossener Terme nur berechen-
bare Funktionen benutzt werden. Ist R C N7 x N3 logisch, so ist (g, 9) € Ruat—snat
fiir jedes g. Fiir nicht-berechenbares g ist daher auch (0,1) = (f19g, f29) € Ruaz-
Also gilt die Bedingung aus 2.8 nicht.

2.2 Abstrakte Datentypen und Reprisentationsunabhingigkeit

Durch die Deklaration eines abstrakten Datentyps,
(abstype (a,z:0) withz: 0> e; =ex:pis (1,t: 0[r/a]) in s), (2)

werden ein “neuer” Typ a und ein “neues” Objekt z : o(a) mit “definierender”
Eigenschaft e; = es erklirt, die im Anwendungsterm s durch den Typ 7 und
den Term ¢t interpretiert werden, wobei « im Typ von s nicht vorkomme. Bei der
Auswertung von (2) in einem Modell A von A7 wird a durch A, und z durch
den Wert von t : o[r/a] interpretiert, und s in der so gegebenen Expansion von
A ausgewertet.

Der Datentyp (a,z : o) ist abstrakt in s, wenn der Wert von s von der ver-
wendeten Darstellung (7,¢) unabhingig ist; d.h. wenn fiir je zwei Darstellungen
(1i,t; s olmi/a]), i = 1,2, die die Gleichung = : 0 > e; = ez : p erfiillen, gilt:

5147 = [s]17). 3)

Um die Gleichung e; = es in einer Expansion A(7,t;) zu erfiillen, wird die
Gleichheit auf dem Typ « normalerweise nicht durch die Gleichheit auf A,
interpretiert, sondern durch eine geeignete partielle Aquivalenzrelation auf A,:

[(abstype (a,zo : 00) with xg: 09 > e1 =es : pis (10,t : 0p[T0/]) in s)]]An
(let AT = A(ro, [t]"n) in [[s]]AJr n), falls es eine prii-logische
partielle Aquivalenzrelation £ C A+ x A%t gibt mit

([[61]]77A+, [[62]]7)A+) €E,und E; =Ida, firT €T,
error, sonst.

(4)



Man beachte, dafl im ersten Fall eine kleinste solche Relation £ existiert, und
dal A kanonisch in A*/€ |= e; = ey eingebettet ist. Da £ pri-logisch ist, gilt
E,,(z0,70) in AT, und die durch ¢ eingefiihrten Operationen gehéren zu A1/E.
Da aber o im Typ von s nicht vorkommt, sind die Werte von s in At und in
At/E dieselben, falls die Gleichheit auf « in s nicht benutzt wird, so daf es
unnétig ist, A1/E tatsichlich zu konstruieren.

Definition 2.10. Sei T+ die Menge der aus den Basistypen von T mit einem
neven Basistyp o aufgebauten Typen, og € TT und CT = C,xo : 09. Sei g € T,
a € Agiiry/a) und A(tg,a) = AT := (AT, 0t (CH)AT) gegeben durch:

A;r = Aa’['ro/a]a CA( ) . (¢+)z‘r = ¢;ET0/Q]7T[TO/O(],
+\AT _ c), c:Tel, V= g
(C ) (C) B {aa C.T =12Xp:0p, (W )J,T o WU[TO/Q]’T[TO/Q]‘

Das Modell A* von A7, heifie die durch (9,a) definierte Expansion von A.

Von nun an konzentrieren wir uns auf die Aquivlenz zweier Reprisentationen
und ignorieren die Einschrinkung auf Expansionen, die die Spezifikation e; =
eq erfiillen. Zwei Expansionen A(71,t1) und A(ms,t2) von A sind dquivalente
Reprisentationen des abstrakten Typs («,z : o), wenn (3) fiir alle Terme s gilt,
in deren Typ a nicht vorkommt, d.h. wenn A(7,¢1) =1 A(m, t2) gilt.

Wir kénnen also die Aquivenz zweier Reprisentationen von (a, : o) als Be-
obachtungsgleichheit A(m,t1) =7 A(m,t2) ansehen. Sie wird nun durch die
Existenz einer geeigneten pré-logischen Relation zwischen den Expansionen cha-
rakterisiert. Damit auch geschachtelte Deklarationen abstrakter Datentypen er-
faf8t sind, gehen wir dabei nicht mehr vom gleichen Modell A aus, sondern von
zwei schon korrellierten Modellen AR B:

Satz 2.11 Seien A und B durch eine pri-logische Relation R korreliert, und
seien A* und Bt definierbare Expansionen von A und B zu Modellen von A7, .
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fir jeden geschlossenen A\, -Term t: T mit T € T ist [[75]]’4Jr R, [[t]]B+.
(i) Es gibt eine pri-logische Relation R* mit A*R* B* und R} = R, fir
T
peT.

Beweis: Zur Vereinfachung der Schreibweise betrachten wir den einstelligen
Fall, d.h. préi-logische Pridikate R C Aund R™ C A™T. (ii) = (i) ist offensichtlich.
(i) = (ii): Fiir 7 € T sei

RT7 TE Ta

+ _ AT — . =
Defr ={[t1" |tergs, Fi:7}  und  Cri= {Def;", sonst.

Nach Voraussetzung ist Def!” C R, fiir jedes 7 € T'. Jedes logische Pridikat R*
auf AT wie in (ii) erfiillt insbesondere die Bedingungen

X, DC U {X(por)- X, [ pe T}, 7T (5)



Sei Rt = {R! | 7 € T"} die kleinste Losung des Systems (5) in A*. Dies ist

ein prii-logisches Pridikat auf A™: ist n: I' = R* eine Belegung, und I' F¢: 7

ein A7 -Term, etwa I' = {x : 0}, so ist mit a = n(z) € R}
[[>t:rlp=[vAx:0t:0 1] -a€Deff, -RFCRI, -RFCR.

o—T o—T

Man iiberlegt sich leicht, da$} fiir jedes 7 € T+
Rf = U{Def;:%____mn_w ‘R, --*R,, |n€IN,py,...pn €T}

Da fiir p,7 € T nach (i) Defy,. C Rp—,; und damit Def,, - R, C R, gilt,
folgt R} C R,. Daher ist auch Rf = R, firr € T. 0

Der Satz gilt natiirlich ebenso fiir Erweiterungen von A7 um Typkonstrukto-
ren, die monoton in ihren Argumenttypen sind, wenn man den Begriff des pri-
logischen Pridikates entsprechend anpafit. Wir betrachten drei Fille:

1. Kartesische Produkte o x 7: Die Sprache von A\7*™ enthalte Konstanten
;101 X 0 = o; und (-,-) : 01 = 09 = 01 X 09 mit den Reduktionsregeln

71'i<t1,t2> —r ti, fiir i = 1,2.

Ein pri-logisches Pridikat R auf einem Modell A von A7 enthilt die
Interpretation dieser Konstanten, erfiillt also fiir i = 1,2

Va € Ry %oy Ti-a € Ry, und Vai € R,;,Vas € Ry, (a1,a2) € Ry, xos-

(Daraus folgt aber nicht, daf 7r;4 € Ry, xoyso; Und (-, YA € Ry, o050y x0a-)
2. Disjunkte Vereinigungen (o + 7): Die Sprache von /\g’+ enthalte Konstante

ing; :0; = (01 +02) und case: (o1 +03) = (61 = p) = (02 = p) = p
mit den Reduktionsregeln
(case (inj; s) then sy else S2) —>case Si 8 fiiri =1,2.

Ein prilogisches Pridikat R auf einem Modell A von /\g’+ erfiillt firi = 1,2
die Bedingungen

Va € Ry, inj;a € Ry 45, und
Va € Ry, +0,Yf1 € RoypVf2 € Ryy—sp (case a then fi else fo) € R,,.

3. Homogene Listen 7*: Die Sprache von )\g’* enthalte Konstante nil : o*, cons :
oc— 0" > 0", hd:0* = o,tl : 0¥ — ¢* mit den Reduktionsregeln

hd(consst) —pq s, tl(consst) —cons t.
Ein pri-logisches Pridikat R auf einem Modell von )\5’7* erfiillt

nil € Ry und Va € R, Vb € Ry« consab € Ry«, hdb € Ry«, tlb € Ry+.



2.3 Ein Kriterium fiir Reprisentationsunabhingigkeit

Wir vergleichen Satz 2.11 mit einem schwécheren Satz von Mitchell. Eine Kon-
stante ¢ : 7 € CT ist erststufig in a, wenn st,(7) < 1, wobei sty (7) = 0 falls
a ¢ frei(t) oder T = a, und st,(p = o) = max{st,(p) + 1, sto(o)} sonst.

Satz 2.12 (¢f. [Mit91], Cor.1) Seien A und B durch eine logische Relation R
korreliert, und seien ATt und Bt definierbare Expansionen von A und B zu
Modellen von Agy. Dann gilt (ii) = (i), und wenn alle Konstanten von C*
erststufig in « sind*, auch (i) = (ii).

(i) Fiir jeden geschlossenen A\ -Term t: 1 mit T € T ist [[t]]AJr R, [[t]]B+.
(ii) Es gibt eine logische Relation RT mit A*R* B* und R} = R, fiir alle
peT.

Beweis: Wir schreiben wieder einstellige Pridikate statt Relationen.
(ii) = (i): Mit Hilfe des Fundamentallemmas fiir logische Relationen.

(i) = (ii): Sei X = {X° | 7} die kleinste Losung des Systems (5). Nach Satz
2.11 ist X° = R, fiir 7 € T. Definiere R durch

Rt =

T

X, 7 € T ein Basistyp,
(R = Rf), 7=(p—o0),

wobei (R} — RF) :={f € AZHU) | f- R} C R}}. Die Relation R ist logisch,
wenn ¢ € R} fiir jedes c: 7 € C*. Da c € C; C X ist, geniigt dazu X>° C R}
fiir alle 7 mit st,(7) < 1. Fiir sto(7) = 0 ist X>° = R} und falls 7 € T, auch
R} = R;: Fiir Grundtypen 7 € T ist Rf = X = R,, und fiir (p = o) € T
ist induktiv auch R&AJ) = (Ry = Rf) = (R, = R;) = R(ys0) = X5,
AuBlerdem ist X2° = R}. Fiir sto(r) = list 7 = (p — o) mit sto(p) = 0 und
sto(0) <1, so daf nach (5) und Induktion

e’} e’} oo __ -+ 00 -+ + +
XGoey © X2 X" = Ry > X® C Ry >R = R,

Also ist RT ein logisches Pridikat auf A, das R wie gewiinscht fortsetzt. O

Das folgende Lemma liefert in (i) ein ‘lokales’ Kriterium, um die Beobachtungs-
gleichheit zweier Implementierungen eines abstrakten Datentyps nachzuweisen:

Lemma 2.13. (vgl. Lemma 4 in [Mit86]) Seien A und B durch eine logische
Relation R korreliert, und seien AT und Bt definierbare Ezpansionen von A
und B zu Modellen von A\g,. Dann sind (i) und (i) dquivalent:

(i) Es gibt eine Relation RY C AL x BY, so daf ¢A" R 8" fiir jedes ¢ : 7 €
C*+\ C, wobei R := R, fiir T € T und R} = (Rf = RY).

(p—0o) —

! Mitchell verlangt, da alle Konstanten von C sogar erststufig sind.



(ii) Es gibt eine logische Relation R* mit At R* B* und R} = R, fiir alle
peT.

Beispiel 2.14 Eine (endliche) A-Multimenge ist der Graph einer endlichen
Funktion f : A — INT von A in die positiven ganzen Zahlen. Wir wollen einen
Typ? der Multimengen in SML mit z.T. héherstufigen Operationen definieren:

signature BAG =

sig
type ’a bag
val empty : ’a bag
val member : ’’a -> ’’a bag -> int
val insert : ’’a * int -> ’’a bag -> ’’a bag

val map : (’a -> ’’b) -> ’a bag -> ’’b bag
val union : (’a -> ’’b bag) -> ’a bag -> ’’b bag
end

Ein A-bag B reprisentiert die Multimenge {(a,n) | member a B=n >0, a € A}.
Betrachte folgende Implementierungen von Multimengen durch Listen:

structure Bagl :> BAG =

struct
type ’a bag = ’a list
val empty = []
fun member a [] = 0

| member a (b::B) = if a=b then 1 + (member a B)
else (member a B)
fun insert (a,m) B = if m > 0 then a::(insert (a,m-1) B) else B
fun map £ [1 = []
| map £ (b::B) =
fun union f [1 = []
| union f (b::B)

(f b)::(map £ B)

= (f b) @ (union f B)
end

Die Implementierung Bagl liefert die gewiinschten Antworten; platzsparender ist
es, wenn man sich die Vielfachheiten bei den Elementen merkt:

structure Bag2 :> BAG

struct
type ’a bag = (’a * int) list
val empty = []
fun member a [] = 0
| member a ((b,n)::B) = if a=b then n else (member a B)
fun insert (a,m) [] = [(a,m)]

| insert (a,m) ((b,n)::B) = if a=b then (b,n+m)::B
else (b,n)::(insert (a,m) B)
fun map £ [] = []

2 Man nehme hier an, o = §3 sei ein fester Typ von T. In SML wird ein Typkonstruktor
bag : T = T einfiithrt, da ’a und ’’b Typvariable sind. Dazu siehe Abschnitt 4.3.
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fb
map £ B

| map £ ((b,n)::B) = let val c
val C

in
insert (c,n) C
end
fun union f [1 = []
| union £ ((b,n)::B) = let fun addAll [] C = C
| addAll ((a,m)::A) C
= addAll A (insert (a,n*m) C)
in
addAll (f b) (union f B)
end
end

Seien AT = A(Bagl) und A} := A(Bag2) Ezpansionen des zu Grunde lie-
genden Modells A. Die Beobachtungsgleichheit von A und A3 beziiglich der
bag-freien Typen T folgt aus Satz 2.12, (ii) = (i), und Korollar 2.13, wenn man
eine geeignete Relation R:bag (und R = Id4) zu einer logischen Relation R™
fortsetzen kann, die die neuen Konstanten korreliert. Fiir Elemente By : o* und

B, : (a x int)* gelte (By,Bs) € R(Z bag) 9ENGU dann, wenn

(i) By und Bs dieselbe Multimenge reprisentieren,

(#1) Bs keine Paare (a,n) mit n < 0 und zu jedem a hdchstens ein (a,n) enthdlt.
Da sza nur die gewiinschten Reprdsentanten derselben Multimengen korre-
liert, sind die Interpretationen von empty, member, insert, map, union durch
R korreliert, obwohl z.B. der Typ von union zweitstufig in « bag ist. Wegen

N

R+ « bag))

(a—a bag)—a bag—ra bag = ((

Ry - RY, )= (R'

« bag o bag

mufl man nur zeigen, daf fir jedes f € (Ry — RY, ) und B € R', auch

o bag o bag

union - f - B € R;"bag ist. Durch (ii) werden unerwiinschte Reprisentanten von
Multimengen ausgeschlossen, was die Definitionen der Operationen vereinfacht.

Dies entspricht der partiellen Aquivalenzrelation € aus (4).

Wenn R nur eine pri-logische Relation ist, sichert die Bedingung (i) aus 2.13
aber nicht die Existenz einer pri-logischen Relation wie in (ii): dazu braucht
man nach Theorem 2.11 niimlich Def,”, C R, fiir (¢ — 7) € T. Aber fiir
f € (R = R;)\ R(y—r) und f = ¢y o ¢; mit Konstanten ¢; : 0 — p und
ey i p — 1 fiir p ¢ T gilt das nicht.

Obwohl also pré-logische Relationen eine Charakterisierung der Beobachtungs-
gleichheit auch fiir Sprachen mit hoherstufigen Konstanten erlauben, scheint ein
Nachweisen der Beobachtungsiquivalenz mit ihnen schwieriger: anstatt nur die
lokale Bedingung (i) von 2.13 zeigen zu miissen, mufl man auch alle neuen Terme
von altem Typ betrachten, was auf einen direkten Nachweis der Beobachtungs-
gleichheit hinauszulaufen scheint.
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3 Der zweitstufige A\-Kalkiil, A5 v

Wir betrachten nun Definierbarkeit und Beobachtungséiquivalenz fiir den zweit-
stufigen \-Kalkiil )\g’v. Die Charakterisierung durch pré-logische Relationen ist
hier aufwendiger als bei A7, da diese sich nicht mehr durch Induktion iiber den
Aufbau der Typausdriicke definieren lassen.

3.1 Konstruktoren und Terme von )\g’v

Allgemeiner lassen wir nun Ausdriicke zu, mit denen man Typen berechnen kann.
Die Klassifizierung C' der Konstanten wird in zwei Komponenten aufgespalten,
C = (Cart,Cryp). Neben —,V konnen dadurch weitere Typkonstruktoren als
Konstante vorgeben werden.

Wir definieren zuerst eine Oberklasse von Ausdriicken, aus denen die eigentlichen
Typen und Terme relativ zu einem Kontext ausgesondert werden.

Definition 3.1. Die Arten k von )\g’v sind durch == T | (k = K) ge-
geben. Die Klassifikation C der Konstanten wird in zwei Komponenten, C =
(Cart, Cryp), aufgespalten. Durch Cay, einer Menge von Annahmen der Form
¢ : Kk, wird jeder Konstrukturkonstanten c eindeutig eine Art k zugeordnet. Ins-
besondere enthalte Cape die Typkonstruktoren

»:T=>(T=T) und V: T=>T)=>T.

Ein Konstruktor der Art s ist eine mit folgenden Regeln von AZ, = herleitbare
Sequenz A > u: k, wobei A ein Kontext von Artannahmen fiir Konstruktorva-
riable ist:

Abp:k
(Mon) m, v g dO’ITL(A)
(Const) Avc:k, firc:rx€ Cap (Var) A,v:kp>v:k

Ab p:(k = Ka), A>V:k
Ab (u-v): Ko

AJv ik > Ko
A A (k= ke)

(= E) (=1
Fiir )\E?M nehmen wir eine Reduktionsrelation ~ an, die die o, 3, n-Reduktion

umfaft und die Subjekterhaltungseigenschaft erfiillt, d.h. wenn AF u:x und
> v, soist AFv:k.

Abp:k > v
Abpu=v:k

Ab> p:k o~ v
Avbv=p:k

(:1) (22)

Ein Typ A > p: T ist eine Konstruktor der Art T. Wir benutzen 7,0 fiir Typen
und schreiben (o — 7) und Yot usw. Durch Cryp, einer Menge von Annahmen
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der Form c : pu, wird jeder Individuenkonstanten c eindeutig ein geschlossener
Konstruktor p der Art T zugeordnet.

Ein getypter Term ist eine Sequenz A; I' > t : T, die mit folgenden Regeln® her-
leitbar ist, wobei A ein Kontext von Artannahmen fir Konstruktorvariable und
I' ein Kontext von Typannahmen fiir Individuenvariable ist:

A;>t:T Avo:T

(mon) AsTx:o>t:T @ ¢ dom(I')
: T
(const) h, firc: 1 € Cryp
(var) Av7:T x ¢ dom(I)

AsTex:rox:7’

(_)I)Aba'iT A:Te:ovt:T
A; T (Ax:ot): (0= 1)
Av1:T A;Tvt:(c—>T1) A;T'>s:o
Ay (t-s):T

Avp: (T=T) Aa:T;T'>t:(u-a)
A; > dat : YV ’

Avp: (T=T) Av1:T A; > t:Vu
A; T (t-1): (u-1)

A; T’ t:T Avr=0:T

(Typ =) A;I'vt:o

(= E)

(V1) falls « nicht in I

(VE)

Proposition 3.2. Ist A; ' t:o, so ist auch A+ o:T.

Beweis: Durch Induktion {iber die Herleitung. Im Fall (Typ =) benutzt man
die Subjekterhaltungseigenschaft von Az, . a

3.2 Umgebungsmodelle von Ag’v
Definition 3.3. Ein Modellrahmen M = (U,D,®,¥) fir )\g’v besteht aus

1. einem extensionalen Modell U = (U wear, 8,07, CY . [1Y") von MG,
zur Interpretation der Konstruktoren,
2. Einer Familie von Individuenbereichen fir die Typen, D = ((D ) acvy, C’?yp),

mit Elementen C7,,(c) € Dy fiir c: 7 € Cryp,

® Die Annahmen A o:T and Av 7:T in (— I) and (= E) ersparen es, Eigen-
schaften der Herleitung von Artaussagen nachzuweisen, was wegen (VI) and (=;)
umstandlich ist.
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3. Abbildungsscharen & = (¢7,87), ¥ = (I, 0") mit ¢~ = (PX B)A,BeUT s
PV = <¢?>fEU(T$T)7W_> = <SPZB>A,B€UT7 und AR <gp¥>f€U(T$T) wober

¢XB3D(A—>B)—>(DA_>DB) WX:BC(DA—)DB)—)D(AAB)
@j}l : va — (HA € UT.Df.A) EPJY : (HA € UT.Df.A) — va,
fiir gewisse Teilmengen

(DA — DB)
(ITA € UT.Df.A)

{h|h:Dy— Dp} und

c
C ITA € Ur.Dy.4,

so daf$ fiir alle A, B € Ur und f € U=
S poWyp=1Idp,p, und FoW] =1Idgacv,.p, .-

Ein Modell von /\g,v besteht aus einem Modellrahmen M = (U, D, P,¥) und
einer Auswertung [[-]]D- von Termen, so daf$ jeder Term nach folgenden Regeln

einen Wert erhdlt:
[A; ez 7]n = (),
[A; T > c:7lnp=CR,(c), firc:TeCny
[A; T > (t-s):71]np=
P o opna s 1[4 T ot (o= 7)n)([A5 ' > s :a]n)
[A;T>Me:ot:(oc—=71)]n=
Lpﬂz > on,[A > T]]n(Aa € D|IA > a':T]]'r]‘[[A; ret: 7']]77[‘1/1'])
[A; T (7 (DI = T o irary, (12 T > ¢ ¥ul)([A 5 7: Tly)
[A; T > Aat : Vun =
!P[FA o u (T A EUT[A a: T3 ot (1 o) n[A/a))
Insbesondere ist [A; I' > t: 7]n € Dra s ri7p,- Wenn klar ist, welcher Kontext

und Typ gemeint sind, schreiben wir [¢]n statt [A; I" > ¢ : 7]n. AuBerdem schrei-
ben wir M statt CY,,(c) und cP statt C’%p (¢).

4 Pra-logische Relationen fiir den zweitstufigen A-Kalkiil

Im Folgenden sei A = (U, D, ®,¥,[]”-) ein Umgebungsmodell von )\g’v.

Definition 4.1. Fin Pridikat R = (Rar, R1yp) auf A besteht aus einer Fami-
lie Rare = {Ry | k € Art} mit R, C U, fiir jedes k € Art und einer Familie
Rryp ={Ra| A€ Rr} mit Ra C Dy fiir jedes A € Rr.
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Eine Belegung 1 : A; I — A respektiert das Prdadikat R, kurz: n: A; T - R,
wenn n(v) € R fiir jedes v : k € A und n(x) € Rya o 717, fir jedes x : 7 € T

Das Prddikat R C A ist algebraisch, falls R g+ algebraisch ist und

a) fiir alle ¢: 7 € Cqyy ist P € Ry fir A=[>7:T]Y,

b) fiir alle A,B € Ry ist R(A%B) C{he D(A%B) | h-Ra C Rp},

¢) fir alle f € Rr—1) 15t Ryy C {h € Dy; |[VA€ Rr h-A€ Ry.4}.

Ein algebraisches Pridikat R heifft logisch, wenn in b) und ¢) auch D gilt.
Definition 4.2. Fin Prddikat R = (Rart, Rryp) auf A ist pra-logisch, wenn

(1) Rar ein pri-logischen Pridikat auf U ist, und
(1)) Rryp ‘ein pri-logisches Pradikat auf D’ ist, d.h.

[A; > t:7]n € Ria s r1yy
fiir jeden Term A; I' F t: 1 und jede Belegung n: A; T — R.
Eine algebraische (logische, pri-logische) Relation R zwischen Ay, ..., A, ist

ein algebraisches (logisches, pri-logisches) Pridikat R C A1 X ... X A,.

4.1 Grundeigenschaften zweitstufiger pri-logischer Relastionen

Das folgende ‘Basislemma fiir zweitstufige logische Relationen’ besagt, dafl zweit-
stufige logische Relationen pré-logisch sind.

Satz 4.3 ([MM85], Theorem 2) Sei R C A x B eine logische Relation zwi-
schen den Umgebungsmodellen A und B von )\g’v. Dann gilt fiir jeden Term
A: T'F t:o und jede Belegung n: A; T — R

[Avo:TlneRr und [A;T'v>t:7]n€ Ria v ouryy-

Wie im erststufigen Fall kann Definition 4.2 als Basislemma fiir Relationen mit
folgender Eigenschaft angesehen werden:

Lemma 4.4. Ein Pridikat R C A ist genau dann pri-logisch, wenn gilt:

1. Rapt ist pri-logisch und R ist algebraisch,
2. fiir alle Terme A; I''x : o F t: 7 und jede Belegung n: A; ' — R mit

Va € Rpo1, [A; Tz o> t:T]nla/z] € Ry

gilt [A; T > Xz :ot: (0 — 7)n € Rigsryn,
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3. fiir alle Terme A, :T; I' b t: 7 und Belegungen n : A; I' — R mit
VA S RT [[Aa a T) I'>t: T]]U[A/a] € R[[A,a:T > m:Tn[A/a]

gilt [A; T' > At : YaTt]n € Ryvaryy-

Beweis: =: Sei R pri-logisch. Dann ist natiirlich R 4,; prii-logisch und (nach
Lemma 2.3) algebraisch. Dafl Ry, algebraisch ist, d.h. daf§ a), b), ¢) aus Defi-
nition 4.1 gelten, zeigen wir an c): Sind f € Rir—r), h € Ryy und A € Ry, und
st A=v:(T=T),a:Tund I' =z : Vv, so gilt wegen A; I'Fz-a:v-«

h-A=[A;I'vx-a:v-a]n€ Ras vty = RBfa

fiir alle Belegungen n mit n(v) = f, n(a) = A, und n(z) = h. DaB R auch die
Bedingungen (iii) und (iv) an definierbare Funktionen erfiillt, geht bei (ii) iiber
A; ' Az :ot: (o0 — 7) und bei (iv) entsprechend iiber A; I' b Aat : Var.

<: Bedingung (i) aus Definition 4.2 ist klar, und fiir (ii) reichen die Voraus-

setzungen gerade, um die Behauptung [A; I' > t : 7]n € Ry, durch Induktion
iiber die Herleitung von A; I' F t : 7 zu beweisen. |

Im Unterschied zu logischen Relationen ist die Klasse der erststufigen (zweistelli-
gen) pri-logischen Relationen unter Komposition abgeschlossen. Fiir zweitstufige
Relationen R C A x B und B C B x C definiere R o S durch *

(RoS)art ={(RoS), | k € Art}, mit (RoS), := Ry 0 Sy,
(RoS)1yp ={(RoS)(a,cy| (A,C) € (RoS)r}, mit

(RoS)(a,c)=|J{Ru,p) °Sm.c) | B€ UL, (4,B) € Ry, (B,C) € Sr}.
Man priift dann leicht folgende Aussage nach:

Proposition 4.5. Seien R C A x B und S C B x C prd-logische Relationen
zwischen Modellen von )\g’v. Sein= 1) : A, = RoS und es gebe eine
Belegung n® : A;T — B mit (n,nB) : A;T — R und (n®,n°) : A, = S.
Dann ist

[A; T t:7]n€ (RoS)a s r1yy

fiir jeden Term A; ' t: 1.

Das bedeutet aber nicht ganz, dafl R oS eine pri-logische Relation ist: zwar gibt
es fiir jedes n: A; T — RoS ein 5., : A — BsodaB (nt,n5,,) : A = Ran
und (n5,,,m¢) : A = Sar ist. Aber es braucht keine Fortsetzung n® = nf§ , U
nl%yp wie in der Proposition zu geben: ist n(z : 0) = (a,c) € (Ro S)a,c) fiir
(A,C) = [A >0 :T]n, so gibt es irgend ein B mit (A,B) € Rr,(B,C) € St,

* Nimmt man in der Definition von (R o S)(a,c) statt der Vereinigung den Durch-
schnitt, so brauchen die Individuenkonstanten nicht durch R o § korreliert zu sein.
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und (a,b) € R(a,B), (b,c) € S(p,c), aber B kann von (a, ¢), nicht bloff von (A4, C)
abhéngen, und kann von [[a]]nirt verschieden sein.

Falls allerdings fiir jedes (A,C) € (R o S)r die Relationen R4 ) o S(p,c) fiir
alle B mit (A, B) € Ry und (B, C) € St iibereinstimmen, kann man 77,, durch
eine geeignete Belegung n%lp fortsetzen. Also gilt noch der folgende Spezialfall,
der vielleicht ausreicht, um zweitstufige pré-logische Relationen in der Verifika-
tion schrittweiser Verfeinerungen bei der Programmentwicklung (cf. [HLST00])
anzuwenden:

Korollar 4.6 Sind R C Ax B und S C B x A pri-logisch und ist Rt (oder die
Inverse von St) eine Funktion, so ist R oS pri-logisch.

Aus dem gleichen Grund ist die Projektion einer pré-logischen Relation R C
A x B auf die erste Komponente dann eine pri-logische Relation auf A4, wenn R
funktional ist, aber nicht im allgemeinen.

Proposition 4.7. Sei {R; |i € I} eine Familie pri-logischer Pridikate auf A.
Dann ist ({R; | i € I} ein pri-logisches Prddikat.

Proof. Ist A; I'>t:7undn: A; T — {Ri|i € T}, dann ist fiir jedes i € T
[Av7:Tp€ Ry und [A; I'>t:7]n € Rija v r1pyy dan 2 A1 = R; und
R; pri-logisch ist. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 4.8 Nach Proposition 7.1 of [HS99] ist jede erststufige pri-logische
Relation R C A x B die Komposition dreier logischer Relationen, embed 4 C
Ax A[X], R[X] C A[X] x B[X], und embedy' C B[X]x B, wobei X eine Menge
von Unbestimmten ist. Da die Finbettungsrelationen funktional sind, laft sich
mit Korollar 4.6 erwarten, daff dieses Resultat auch im zweitstufigen Fall gilt.
Die Details miissen aber noch iberprift werden.

4.2 Definierbarkeit und Beobachtungsgleichheit fiir )\g’v

Definition 4.9. Sei A € Ur. Ein Element a € D s heifit definierbar (vom Typ
A), wenn es einen geschlossenen Term + t:7 von \7"" mit A = [>T T

und a = [;>t: T]]A gibt. Die Menge der definierbaren Elemente vom Typ A
bezeichnen wir mit

Deff::{[[;bt:r]]A| s EteT, AZ[[DTiT]]A}.

Den Index A schreiben wir nur, wenn er nicht aus dem Kontext hervorgeht.

Mitchell und Meyer ([MMS85], Theorem 4) haben die Menge der definierbaren
Elemente eines Modells A von )\g’v als Durchschnitt aller logischen Relationen
auf einer Erweiterung A* von A um unendlich viele Unbestimmte jeden Typs
charakterisiert. Eine einfachere Charakterisierung liefert
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Satz 4.10 Ein Element a von A ist genau dann definierbar vom Typ A € Ur,
wenn fiir jedes pri-logische Pridikat R C A sowohl A € Ry als auch a € Ry.

Beweis: =: Esgibteinen Term; Ft:7mit A=[>7:TJunda=[;>t:7] €
D 4. Fiir jedes pri-logische Priadikat R auf A ist

[[;l_t:T]]ER[[DT:T]]a

nach Definition und A = [ > 7:T] € Ry wegen F 7:T, nach Satz 2.6.

<: Wir zeigen, daB8 Def = (Def 4., Defr,,) ein pri-logisches Pradikat auf A ist.
Dann ist A € Defy, also A =[ > o : T] fiir einen Typ F o : T, und 7u a € Def,
gibt es einen Term ;- ¢:7 mit a = [;>¢t: 7] und [>7:T] = A. Also ist a
definierbar vom Typ A.

Nach Satz 2.6 ist Def,,, = {Def, | & € Art} mit Def, = {[u] | F p:x}
pré-logisch, da ¢ ein Umgebungsmodell von A\Z,  ist.

Fiir Defrp, sei A; I'tt:7und 5 : A; " — Def. Zu jedem v; : k; € A und
jedem x; :7; € I' gibt es F p; : & und ; F ¢ : 75 mit n(v;) = [ui] € Def,, und
n(zj) = [; > t;j : 5] € Defy, ,,.7p- Mit dem Substitutionslemma fiir AE”V (vgl.
[BMMO90]) erhiilt man
[A;Tot:rn=[A; T>t:7][[> w1 : c1]/v1,-. 5 [; > 1 7i]/21, .. ]
= [[, > (t : T)[ul/vl,...,tl/ml,...]]]
€ Def[[ > Tt /vise ot /T, T] = Def[[A > m:T]n*

Dabher ist Def das kleinste pri-logische Pridikat auf A. |

Definition 4.11. Sei BT eine Menge von geschlossenen Typen und A,B zwei
Modelle von )\g’v mit Dﬁ41> 1] = be 7] fiir alle 7 € BT. A und B heiffen

beobachtungsiquivalent, kurz A =pr B, falls [; > ¢ : T]]A =[;p>t: T]]B fiir alle
geschlossenen Terme ; -t : 7 mit T € BT.

Die Beobachtungsgleichheit 48t sich wie im erststufigen Fall durch die Existenz
einer geeigneten pri-logischen Relation charakterisieren:

Satz 4.12 Es gilt A =pr B genau dann, wenn es eine pri-logische Relation R
zwischen A und B gibt, so daf

Riap) N (Def3 x Defg) C Idap C D4 x DB
fiir jeden Beobachtungstyp > 7:T € BT, wobei (A,B) =[b> 7: T]]AXB.

Beweis: < Sei; - ¢:7.Dannist F 7: T, und da R pri-logisch ist, gilt (4, B) €
Ry fiir (A,B)=[p>7: T]]AXB und (a,b) € Ra,p fir (a,b) =[> t: T]]AXB. Ist
7:T € BT, so folgt a = b aus der Voraussetzung.
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=: Wihle R := DefAXB, was nach Satz 4.10 eine pri-logische Relation ist. Sei
>7:T € BT und (A4,B) =[>T1: T]]AXB. Zu (a,b) € Def(“ifg) gibt es einen
Term ; - s: 0 mit

(@,b)=[vs:o]l™® und (4,B)=[>0c:T]"*".

Wegen A =pr B ist a = b. Die pri-logische Relation R := Def B erfiillt die
Behauptung. a

4.3 Abstrakte Konstruktoren und Reprisentationsunabhingigkeit

Damit sich der abstrakte Datentyps der Multimengen in Az darstellen lief3,
haben wir in Beispiel 2.14 vereinfachend angenommen, daf3 durch die Datentyp-
deklaration ein neuer Typ, « bag, und Konstante z : o von einfachem Typ in «
eingefiihrt wurde. Eigentlich wollen wir aber wie in

(abstype (bag : T = T,z : o) withe =¢€' is (Aa : T'.7,t : o[ a : T.7/bag]) in s)

einen Typkonstruktor bag und Konstante x von polymorphem Typ o deklarieren.
Das kénnen wir im Rahmen von AE”V grob gesagt wie folgt: wir erweitern ein

Modell A = (U, D, ®,,CA,[]7-) zu einem Modell A+, indem wir zuerst eine
Unbekannte, bag, an die Artenstruktur I/ adjungieren: (vgl. Definition 6.1)

UT =Ulbag : T = T] ={U} | k € Art}, mit U} := Uror)=s - bag.

Dadurch erhalten wir fiir A € Uy neue Typen (A bag), (A bag) bag) € U, und
man kann neue Konstante von polymorphem Typ einfiihren, z.B.

empty : Ya.(abag) oder member : Va(a — ((abag) — int)).

Nun interpretieren wir bag durch einen definierbaren Konstruktor, z.B. die Li-
stenbildung Aa.a® : T = T, nehmen als Individuenbereiche der neuen Typen
die Bereiche der Typen unter dieser Interpretation, d.h.

D} bag ‘= DDaar-a] = Dax = (Da)",

und als Interpretation der neuen Konstanten die Werte ihrer definierenden Terme
dieser Typen, z.B.

[empty : Vo.(abag)]" = € Diya.ax] = D[[+\m(a bag)]"

Beachte, daB ein Priidikat R auf AT verschiedene Pridikate Ra pag, Ra< C
D A bog = Da~ enthilt, da die Typen A bag und A* verschieden sind.

Definition 4.13. Sei vy : ko F 00 : T und Ct := Cap,vo : ko3 Cryp, o : 0
eine Erweiterung von C um neue ‘Konstante’ vg,zo. Sei A = (U, D,P,9,[]")
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ein Umgebungsmodell von /\g7v, F uo : ko ein geschlossener Konstruktor von
AG,, mit Wert ko = [ > pg = ko], und A = [oo[po/vo]] € Ur und a € D 4.

Sei A(po,a) = AT = (U, DT, &, 0+ [[]7) wie folgt definiert: Ut = Ulvo : ko)
ist die Erweiterung von U um eine Unbestimmte vy : ko (vgl. Definition 6.1).

Jedes k € U kann mit einem Element von Ulro=r) identifiziert werden® und
bestimmt daher ein k(ko) € U, sodaf8 sich DT, &, ¥+ ([-])" ergeben aus

DX+ = DA(ko)’ +

P =a cP = cP fiirc: o € Cryp,
@) 4B =LA )5k X8 = Yalh) Bko)

(@)Y =Y, (@} =,

und [A; T > t: T]]D+77 = [A; T s t: 7]k, , wobei ni, (v) == n(v)(ko) € U, fiir
vik € A und g, (z) :=n(x) € Do) firz:o €N und A=[Av o :T] € UL.

Wir wollen nun eine Verallgemeinerung der Charakterisierung aus Satz 2.11 auf
abstrakte Konstruktoren zeigen. (Hier liegt auch der Grund, warum wir nicht
in )\37\13 arbeiten, d.h. wie Mitchell und Plotkin [MP85] den Typkonstruktor
3: (T = T) = T benutzen, um abstrakte Typen zu modellieren: wir briuchten
nun auch Existenzquantoren héherer Arten.) Zur Vereinfachung geben wir nur
die einstellige Version an.

Satz 4.14 Seien R eine pri-logische Relation auf dem Modell A von )\g’v, s0
dafl Rart eine logische Relation ist, deren Elemente mit Parametern aus Rp
definierbar sind. Fiir jede definierbare Ezpansion AT = A(uo,a) von A zu einem

Umgebungsmodell von /\gjrv sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fiir alle A € Ry ist Def{ C Ra.
(ii) Es gibt ein prd-logisches Pridikat RT C A* mit Ry C R} und R} = Ra
fiir alle A € Ry.

Beweis: (ii) = (i): Fiir A € Ry C R} ist Def{ C R}, da R* pré-logisch ist,
also Defti C Ra wegen R} = Ry.
(i) = (ii): Wir bilden zunéchst U+ = U[vg : ko] = {UT | k € Art}, wobei

U,j_z{['UOIKIOD/J:"'?]|lie>\(':/:r,,z,{, Vot ko F p K},

aus den Aquivalenzklassen von Konstruktoren besteht, die mit Konstanten fiir
Elemente von U definierbar sind. Jedes Element von U, 148t sich in der Form
[k - vo] mit einem eindeutig bestimmten & € U, ) schreiben. Da vy als neue
Konstruktorkonstante gedacht ist, setzen wir R, C UT durch

RY,, = {R! | k € Art}, mit R := R(y,=x) - vo fiir k € Art.

® Hier brauchen wir, daf8 / ein extensionales Modell von G, ist.
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Fiir R'}Zyp = {R} | A € RF} sei R} die Menge der Elemente von D7, die mit

Typparametern aus Rt und Individuenparametern aus Ry, in /\gjrv definierbar
sind, d.h. fiir A € RE sei (mit 7 = (4r¢507yp))

R+::{[[A;1"[>t:7']]17|A;1"|—t:reinTermvon)\gjrv (6)
Nart : A —= Ry, A=[Av 7 : Ty,
fiir alle z : 0 € I" ist o ein Typ von /\g’v,
Ny : I' = Royp }-

Beh 1 R*:=(RY,,,RY,,) ist ein pri-logisches Pridikat auf A*.

Beuweis: (Skizze) Nach Lemma 6.2 ist RY,, C U* ein pré-logisches Pradikat. Fiir
R 1yp benutzt man Lemma 4.4. Dal R algebraisch ist, folgt daraus, da§ Typen
A € R als p - vy fiir ein p € R(x,=1) darstellbar sind, und p (nach Annahme
iiber R) durch einen \Z, -Term mit Parametern aus Ry definierbar ist.

Um (ii) und (iii) aus Lemma 4.4 zu zeigen, d.h. daff die mit Parametern aus
RT definierbaren Funktionen, die aus R+ nicht herausfithren, schon in R lie-
gen, ersetzt man Parameter von R™ durch ihre definierenden /\gjrv—Terme mit
Parametern aus Ry, und benutzt das Substitutionslemma (cf. Lemma 10 of

[BMM90)) fiir A" A
Beh 2 Fiir A € Ry ist A € R} und R}, = Ra4.
Beweis: Sei A € Rr. Dannist A= [a:T;> (Awa) v : T|[A/a] € Riesr)-vo =
R7. Zum Nachweis von R4 C R} sei n eine Belegung mit n(a : T) = A und
n(z : a) = a € Ra. Nach Definition von RY ist dann

a=[a:T;z:av>z:alp € R},

also R4 C RY. Um R} C Ry 7u zeigen, sei a = [A; I' >t : 7]n € R} mit den
in (6) angegebenen Eigenschaften von A; I' > ¢ : 7 und . Dann hat A die Form
ar:T,...;ap:T,und mit I' =21 : 01, ...,%m : Op, iSt

L:7 = Aoy ... A AT 101 .. ATy 1O E Vg . Vap (o] = ... = 0y = 7).
ein geschlossener )\g}rv—Term mit Typ A :=[ > 7:T] € Rr. Nach (i) ist daher
[;>7:7] € Deft C Ry,

Seien A; = n(a;), bj =n(z;) und B; = [A > o; : Tn. Nach Voraussetzung iiber

n und da R pré-logisch ist, sind A;, B; € Rt und b; € Rp,. Daher ist
a=[of:7] A ---Ap-by--bp €Rz-Ay---Ap-by-- b
C RB,—...Bm—A - RB, -+ Rp,, C Ra.
0
Mitchell gibt fiir den Kalkiil )\g’v’a, mit Typkonstruktur 3 : (T'= T') = T, ohne

Beweis folgendes Kriterium fiir die Beobachtungsgleichheit zweier Reprisenta-
tionen eines abstrakten Datentyps an, mit einer logischen Relation R™ in (ii):
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Satz 4.15 ([Mit86], Theorem 7) Sei R C Ax B eine logische Relation zwischen
Modellen von )\g’v’aund Ay € U#, By € UE. Seien (f,g) € Rir=1), s0 daf8
(3f,39) € Rr, und seien c € D}‘l_AO, de D!]B-Bo' Dann sind Gquivalent:

(i) (83 4,(¢), 8] 5, (d)) € R(3y,39)
(ii) Es gibt eine logische Relation Rt C AT (Ag)xB*(By) mit (¢, d) € R?}_UO .
und R(+A’B) = Ra,p) fiir alle (A, B) € Rt.

Hierin ist 45?’140 : Dy.4, = D3y die Einbettung von Dy. 4, in die Summe D5y aller
Dy.a, A € Uf, —also @?,A (c) die Implementierung (A, c: f - A) eines abstrakten
Datentyps (o, x : 0)— und da fiir !P;[A : Dyq(f.a—a) = D3 a) die Bedingung
!P;'A(f) i=f-A-cfiré= @?’A(c) erfiillt ist, wird durch
(57 d) € R(Eifﬂg) = V(AaB) € Rr v(fa g)~ € R(Voz(f-oz—)A‘)jVa(g-a—)B)

(F7 4(f) &%, 5(9) -d) € Ria,p

die Beobachtungsgleichheit von Implementierungen formuliert.
Die Erweiterung AT (Ap) von A entsteht aus A nach Mitchell wie folgt: man
bildet Z/*, indem man einen neuen Typ vo : T zu Uq“fl hinzunimmt und zu
[vo : ko > pu: K] € U,fﬁ(AO)
die Konstruktoren v € U ,) miteinander identifiziert, die v - Ag = p - Ag

liefern. Die Terme werden durch eine Interpretation DT interpretiert, die man
wie oben aus D,, := D4, durch Ubertragung von D erhélt.

Einen Beweis fiir (i) = (ii) dieses Kriteriums sehe ich nicht. Zunéchst ist nicht
klar, wie bei der von Mitchell angedeuteten Konstruktion Rt konstruiert wird.
Da C aps hoherstufige Konstante V, 3 hat, wird durch R} := R U{(f-vo,g-v0)}
und RE::N)) = (R = R}) i.a. keine logische Relation erzeugt. Daher liegt
nahe, wie in Lemma 6.2 R} := R(1— ) - vo zu wihlen. Da Mitchell aber v
nicht als Unbestimmte behandelt, erhilt man zwar R?;e ~p C (RS = RY),
soweit ich sehe aber nicht die Umkehrung. Immerhin kénnte man eine logische
Relation Rjrt durch Lemma 6.2 definieren; da vy eine Konstante ist, erhilt man
(f-vo,g-v0) € RF aus der Annahme (f,g) € R(r— 7). Auerdem sind aber auch
in C'ryp hoherstufige Konstanten erlaubt. Daher kann man m.M. R}Zw nicht

durch Modifizieren des prd-logischen Pradikats aus Satz 4.14 konstruieren.

Insgesamt scheint mir die Behauptung von Satz 4.15 eher zweifelhaft, dafl die
Beobachtungsgleichheit (i) zweier Implementierungen (Ag, ¢) und (By, d) zu der
lokalen Bedingung (ii) einer logischen Korrelation der Operationen ¢ und d auf
den neuen Typen f - v und g - vy dquivalent sei.
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5 Schlufl

Wir haben préi-logische Relationen fiir den zweitstufigen \-Kalkiil definiert und
damit die definierbaren Elemente und die Beobachtungsgleichheit von Modellen
in einfacher Weise charakterisiert. Von der Klasse aller pri-logischen Relationen
haben wir die Abgeschlossenheit unter Durchschnitten und eine eingeschrinkte
Form der Abgeschlossenheit unter dem Relationenprodukt gezeigt.

Wir vermuten, daf sich die Darstellung pra-logischer Relationen mittels logischer
Relationen nach [HS99] vom erststufigen auf den zweitstufigen Fall verallgemei-
nern 148t (vgl. Bemerkung 4.8).

Weiter scheint eine kategorientheoretische Verallgemeinerung zweitstufiger pré-
logischer Relationen, im Sinne der ‘lax logical relations’ von [PPSTO00], niitzlich
fiir Anwendungen auf kategorientheoretische Modelle und fiir Représentations-
unabhingigkeitsfragen bei imperativen Sprachen.

Schliefilich wére fiir die Reprasentationsunabhéngigkeit nicht nur eine Behand-
lung der 3-Typen, sondern auch die der abhéngigen Typen von Interesse, sowie
die Berticksichtigung von Gleichungen fiir die Konstanten des abstrakten Daten-
typs. Allgemeinere Konstruktionen wie

(abstype Context with Specification is Representation in Scope)

behandeln zu kénnen wiire niitzlich zum Nachweis der Aquivalenz verschiedener
SML-Strukturen als Implementierungen einer SML-Signatur, insbesondere wenn
hoherstufige Funktoren erlaubt sind (vgl. Abschnitt 4 in Leroy[Ler95]).

Bei der Sperifikations- und Implementationsverfeinerung in der Programment-
wicklung, wie sie von Hannay[Han99] mit zweitstufigen logischen Relationen un-
tersucht wurde, konnten pri-logische Relationen eine Ausdehnung auf Sprachen
mit hoherstufigen Konstanten erlauben.

Danksagung: Ich danke Furio Honsell fiir den Hinweis auf [HS99].

6 Anhang: Adjunktion von Unbestimmten

Definition 6.1. Sei A = (A4,®,¥,C4) =\ extensional und 7 € T. Erweitere
A& zu Mg 4-Termen, in denen fir jedes a € A, eine Konstante a : o erlaubt ist.
Auf den A\ 4-Termen vom Typ o in der freien Variable x : T betrachte

s(x) =4 t(z) : <= VYa € A; [s]la/z] = [t][a/z] € As.

Jede Aquivalenzklasse [s : o] von =4 lift sich in der Form [f-x] mit f € A s
darstellen. Da A extensional ist, ist f = [Ax s] eindeutig und a — [a] injektiv.

Die Erweiterung Az : 7] = (4',¢',¥',C’) von A um die Unbestimmte = : 7 sei
definiert durch

A, =Alz: 7] :={[s]|s€ X, z:TFs:0}
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@, (- 2D(lg - 2]) = [8roprs0(Srpe - F)(9) - 7]
¥, o (Mg - z][1(g) - 2]) := [Prospr oo (h) - 2]
C'(c) :=[CA(c)] fiirc:oe€C,

iS)

wobei Sy ps = AfAgAz(fz(gz)) : (T p—=>0) > (1= p) = (T > 0).

Wir schreiben kurz f -' x statt [f - ] und entsprechend Az : 7|, = Aro - @

Lemma 6.2. Sei A |= Ao eatensional und R C A ein logisches Pridikat. Es
gibt ein logisches Pridikat S auf Alz : 7] mit [z] € S; und R, C S, fiir alle
Typen o. Ist R, # 0, so ist S, N Ay = R,.

Beweis: Definiere S durch S, = R,_,, ' ©. Damit ist einerseits R, C S, da
beR, = MbeR,,, = b=Q0zb)'2 €R,,, ' 2=25,.

Insbesondere ist fiir ¢ : o € C daher ¢Al®™ = ¢A € R, C S,. AuBerdem ist
x=Azx)' 2 € R, x=8.1Ist f'x € S,N A, sogibt es b € A, mit
f-a=0fir alle a € A,. Falls R, # 0 ist, folgt be f- R, C R, - R CR,.
Weiter ist S,,o C{h € Alz : 7], | RS, CSs}:Ist h€ S,y und r € S, s0
gibt es f € R, ), und g € R,;_,, mit

h'r=(f"'2)" (g z) = e(fr(gz)) 'z € Rrss 'z =S,.
Ist h-' S, C S, und h=f -z firein fe A, 5, s0ist
(/@) (Rysp ' 2) C Ryosy . (7)

Um h € S,,; zu zeigen, zeigen wir f € R, ,,,. Da R logisch ist, geniigt
dafir f-R; -R, C R,. Zub € R, ist g = A\y.b € R,_,, und nach (7) ist
Ae(fz(gzr)) 'z = (f'z)' (9" z) € R, ' x. Da A extensional ist, folgt
Az (fz(gz)) € Rr—o,und zua € R; ist fa(ga) = fab € R,. Alsoist S C Afx : 7]
ein logisches Pradikat. |

Das Lemma gilt anscheinend nicht fiir pra-logische Relationen.
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